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Les probabilités

Les probabilités
Raisonnement statistique :

» Formulation d’'une hypotheése,

» Délimitation d’'un échantillon : ensemble d’individus avec
des caractéristiques communes et d’autres différentes
représentant la population générale et permettant donc de
tester I'’hypothese formulée,

» Test de I'hypothése : calcul de statistiques décrivant
I'échantillon.

Il faut un modele statistique pour comparer les données de
I'échantillon. Une variation significative des statistiques
décrivant I'échantillon permettent d’assurer que I'hypothése est
vraisemblable. Ou pas. La conclusion serait la méme, avec un
seuil d’'assurance suffisant, sur un nouvel échantillon.
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Vocabulaire

Vocabulaire

» Expérience aléatoire : Expérience dont on ne connait pas
le résultat,

» Evénement : Différents résultats accessibles via une
expérience aléatoire,

» Q : Ensemble des événements : Ensemble des
évenements possibles,
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Les probabilités
0O@0000

Vocabulaire

Mesure de probabilité

Mesure de probabilité

Une mesure de probabilité, ou probabilité, notée P est une
application P : ¥ — [0, 1] telle que

» ¥ soit une famille de sous-ensembles de Q telle que
Qe F,VAeF, A° e F I'événement complémentaire a A,

> P(Q) = 1 et P(g) =0,

» Y(A))i=1.. € ", incompatibles ou disjoints (= leur

réalisation simultanée est impossible)

n

P(|JA) = D PA)
i=1

i=0
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Les probabilités
00@000

Vocabulaire

Exemples

» Soit Q 'ensemble des valeurs prenables par un dé :
Q ={1,2,3,4,5,6}, on peut définir Fo = P(Q), 'ensemble
des parties de Q :

Fa={J, {1}, {2}, {3}, {4},--- . {15}, {3,4,6},---,Q},

de cardinalité 2° = 64.

» Soit Q = R, ¥ est 'ensemble contenant tous les intervalles
de la forme ]a, b] avec a < b, appelée tribu des Boréliens
notée B, avec F : R — [0, 1] une fonction de répartition et
P: 8 — [0,1] telle que V]a,b] € B

PB(Ja,b]) = F(b) — F(a),

est une mesure de probabilité.
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Les probabilités
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Vocabulaire

Probabilité

La probabilité d’'un événement est un réel positif inférieur a 1
qui représente la vraisemblance de cet évenement. Vw € Q, on
note P(w) € [0, 1] ce nombre et P(w) = 1 — P(w), la probabilité
de I'événement complémentaire a w.

Exemple : Le dé équilibré : Q = {1,2,3,4,5,6}

B(©Q) = 1, B({1}) = ¢, B({1,2}) = 5, B({pairs}) = B({2,4,6}) =
2

%, P({non multiples de 3}) = P({3,6}°) = 3

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 7/62
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Vocabulaire

Penser en patates

V(A,B) € Q*, P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B)
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Les probabilités
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Vocabulaire

Incompatibilité
Deux événements sont incompatibles ssi au plus un de ces
deux évenements peut arriver simultanément. Généralisation a
une famille quelconque d’évenements.
Conséquence directe :
La probabilité d’'une famille d’événements incompatibles est
€gale a la somme de leurs probabilités.
n
(@i)ieq1.a1, incompatibles, alors P(| Jw;) = ) P(w)
=0 i=1

Exemple

Vw e Q, P(o°) =1 —P(w),

SiQ={w, - ,w,}| Y, j) € [l,n]*P(w;) = P(w,). Alors si tous
les événements sont incompatibles, leur probabilité est

P(w;) = 1/n.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 9/62



Les probabilités
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Composition et dénombrement

Composition d’évenements
Multiplication de résultats

Soient deux expériences aléatoires alors I'expérience aléatoire
du produit des expériences a un nombre de possibilités égal au
produit des nombres de possibilités de chaque expérience.

Tirages successifs avec remise

On réitere N fois la méme expérience aléatoire a k états
possibles en remettant en jeu a chaque fois I'événement tiré.
Alors le nombre total d’arrangements est k.

Exemple : Cadenas & 4 positions de 10 chiffres : 10*
possibilités. Quid de si I'on connait les chiffres mais pas les
positions ?

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 10/62



Les probabilités

oe
Composition et dénombrement

Dénombrement
Permutations

Il existe n!, lire “factoriel n“, fagons différentes d’ordonner n
objets.n! = 1%2x3%..%x(n—1)*n

Tirages successifs sans remise (arrangements)

Il existe A%, lire “a n p*, fagons différentes d’ordonner n objets
n!

en pgroupes. Al =nx(n—1)*..x(n—(p—1)) =

|

Tirages simultannés

Il existe (},), lire “p parmi n®, fagons différentes d’ordonner n

objets en p groupes sans intérét pour l'ordre. (;,) =
Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats Algelpe Iﬁ'@alre p) 11 /62



Les probabilités
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Probabilité conditionnelle

Probabilité conditionnelle

Loi de probabilité conditionnelle

V(A,B) € Q2| A # 0, alors la probabilité conditionnelle de B
sachant A est

P(Bn A)

P(BIA) = ~pray

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 12/62



Les probabilités
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Probabilité conditionnelle

Loi de Bayes

Loi de Bayes

V(A,B) e Q*

P(B n A) = P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B)

Indépendance d’événements

Y(A, B) € Q%, A et B sont dits indépendants ssi

P(B n A) = P(B)P(A),
et par la loi de Bayes il vient

P<BEL€1|QSa:ntéI§£i§ £ P(A|B) Y P(A

Lorenzo Hadrien (SISTM) Maths‘et gtats, Algébre linéaire 13/62
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Probabilité conditionnelle

Evénements indépendants, exemples

On tire un dé équilibré. Dire si les événements suivants sont
indépendants

1. A{Le résultat est pair} et
B{Le résultat supérieur ou égal a 5}

2. A{lLe résultat est pair} et
B{Le résultat supérieur ou égal a 4}

Dire maintenant s’ils sont incompatibles.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 14 /62



Les probabilités
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Probabilité conditionnelle

Loi des causes totales

Loi des causes totales

Soit une famille d’éveénements (C;),_, . incompatibles deux a

deux et vérifiant Q = U C;, alors
i=0

= iP(AmC ip (A|C))P
i=1 i=1

ou la deuxiéme égalité est une implication de la loi de Bayes.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 15/62



Les probabilités
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Probabilité conditionnelle

Exemple
Maladie a 3 formes lié a un gene

Une maladie a 3 formes, par gravité croissante : By, B, Bs. Le
géne A a deux variations, protecteur ou pas, notés A; et A,. 3/4
des gens présentent A; et les autres présentent A,. On sait
aussi que parmi les gens présentant A; 90% sont Iégérement
malades (B;) alors que 10% sont sérieusement malades (B;).
On sait aussi qu’un individu ne présentant pas le géne sous la
forme A, a autant de chance de décéder (B3) que d’étre
sérieusement malade (B,) mais ne peut pas étre légérement
malade (B).

Quelle est la probabilité qu’une personne rencontrée et ayant la
forme sérieuse mais sans pour autant mortelle de la maladie
présente la forme protectrice du géne ?

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 16 /62



Outils mathématiques et statistiques descriptives
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Variable aléatoire

Variable aléatoire
Définition
Une variable aléatoire est une application de Q — R. Si les

valeurs prises par cette variable sont finies ou dénombrables,
on dit que c’est une variable aléatoire discrere.

loi d’'une variable aléatoire discréte

Soit une variable aléatoire discréete X.
La loi de X est 'ensemble des probabilités associées aux
valeurs de X(Q) = {x;}i=1.,, On note alors

Vi=1l.n, pj=P(X = x;),

n

avec » p; = 1 car P est une mesure de probabilité sur Q.

Lorenzo Hadri ISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 17 /62



Outils mathématiques et statistiques descriptives
oe

Variable aléatoire

Exemple

3 tirages d’une piece équilibrée

On tire successivement 3 fois une piece équilibrée. A chaque
fois que I'on tombe sur face on gagne s, un pile fait inversement
perdre s. On note X la somme totale en fin d’expérience.
Décrire la loi de X via un tableau.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 18 /62



Outils mathématiques et statistiques descriptives
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Espérance & variance

Espérance

Définition dans le cas fini et dénombrable

Soit une variable aléatoire X avec pour valeurs {x;},—., et pour
probabilités associées {p;}i—1.,. On définit alors I'espérance
mathématique de X, notée E(X), via

n
E(X) = ) xipi
i=1

Lespérance mathématique d’une variable aléatoire est une
application linéaire. Donc V(1,u) € R? et X et Y deux variables
aléatoires, on a E(AX + uY) = AE(X) + pE(Y). De plus,
I'espérance d’une constante est elle méme : E(1) = A.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 19/62
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Espérance & variance

Espérance

Dans les cas non finis mais
o0
> Dénombrables : E(X) = > x;p;
i=1

» Indénombrables : ... on verra plus tard

o ) - = DA
Maths et Stats, Algébre linéaire 20/62
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Outils mathématiques et statistiques descriptives
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Espérance & variance

Variance

Définition
Soit une variable aléatoire X, on appelle variance de la variable
X la grandeur

Var(X) = E((X — E(X))?) = B(X?) — E(X)*

» La variance est toujours positive ou nulle.
» On appelle écart-type de la variable X la grandeur
o(X) = 4/ Var(X)

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 21/62
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Espérance & variance

Variance, propriétés
¥(A,u) € R? et X et Y deux variables aléatoires, alors :
> Var(AX) = A*Var(X)

» Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y), ou Cov est la
covariance et vérifie

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y —E(Y)))
» La corrélation est définie par

Cov(X,Y)

PN = Ve ar (v

il faut donc Var(X)Var(Y) # 0

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 22 /62



Lois usuelles

Lois et distributions classiques

Parmi les expériences aléatoires observées et modélisées il y a
certaines lois et distributions qu’il est bon de connaitre.
Par connaitre nous entendons : connaitre I'espérance
mathématique et la variance associée ainsi que les cas
d’applications usuels.
Soit une loi £ de paramétre 6, potentiellement vectoriel. Si X
est une variable aléatoire qui se comporte comme la loi £ de
parametre 6, on dit que X suit une loi £ de parameétre 6 et on
note

X ~ L(0).

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 23/62



Lois usuelles
[ Je]

Loi uniforme

Loi uniforme

Définition
Une variable aléatoire discréte sur {1,--- ,n} X suit une loi
uniforme ssi

Vie{l,---,n}, P(X =1i) = 1/n.

» E(X) = (n+1)/2
> Var(X) = (n* — 1)/12

Application a un dé équilibré a 6 faces.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 24 /62
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Loi uniforme
:
, .
Démonstrations

n
Zp,x, 2—1—121’:1%11(71—!—1):”;1

i=1 nsooon
Var(X) = E(X*) — E(X)? avec B(x)* = - b2
E(X?) —;p,Xf=;%i2=%%n( D@n+ 1) ( l)észrl)
n? —
Var(X) = 5 !

o ) - = DA
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Lois usuelles
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Loi de Bernoulli

Loi de Bernoulli

On dit que X suit une loi de Bernoulli si X n’a que deux issues
possibles notées 1 et 0 et de probabilités :

PX=1)=p,PX=0)=g=1—p

> E(X)=p
> Var(X) = p(1 —p)

C’est ce qui se passe lorsqu’une piece est non équilibrée avec
p # 0.5.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 26 /62
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Démonstrations
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Lois usuelles

@000

Loi binomiale

Loi binomiale

Définition

Une variable aléatoire X suit une loi Binomiale B(n, p) si elle
s’écrit comme la somme de n variables de Bernoulli
indépendantes et de méme paramétre p. X est a valeurs dans
{0, -- ,n}. Elle compte donc le nombre de succés. On a alors

Vie {0,---.n}, P(X =i) = ()p'(1-p)"”

. n .
Pourquoi le | . | ? Par-ce que nous regardons un tirage
l
simultanée a i succés parmi n tirages donc sans intérét pour
l'ordre.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 28 /62



Lois usuelles

[e] lele)

Loi binomiale
Propriétés
Z X;) Z E(X;) = np, par linéarité de
¥ esperance mathemathue
» Var(X) = Var EX Z Var(X;) = np(1 — p), par

indépendance des varlables aléatoires.

Exercice

Démonter que la loi de Bernoulli est bien une loi de probabilité

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 29/62



Lois usuelles
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Loi binomiale

Exercice

Les vaccins

Une entreprise pharmaceutique fabrique des vaccins dont 5%
sont efficaces sur la population. On considére 100 vaccins et
on se demande la probabilité que :

1. Le vaccin fonctionne sur tout le monde,
2. Le vaccin ne fonctionne pas sur au plus 2 personnes.
Le vaccin est-il efficace ?

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 30/62



Lois usuelles
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Loi binomiale

Exercice, suite

X; la variable aléatoire qui affiche 1 si le vaccin ne fonctionne
pas. On lui associe naturellement une loi de Bernoulli de
parametre p = 0.05. On suppose les variables X;
indépendantes les unes des autres et on définit la variable

n

aléatoire X = Z X; qui suit donc une loi Binomiale de
i=1
parametres n = 100 et p = 0.05. Ainsi

1. P(X =0) = 1%0.05°%0.95' ~ 59+ 1073

2. P(X <2) =1%0.05"%0.95"% 4 (1) 4 0.05! £ 0.95% + (100) «
0.05% % 0.95% ~ 0.12

Lefficacité dépend du seuil fixé par les autorités de santé ©

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 31/62



Lois usuelles

Loi de Poisson

Loi de Poisson
Définition
Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson P(1) si elle

prend ses valeurs dans I'ensemble des entiers naturels, N. On
a alors

/li
VieN, P(X =i)=e "=
1.

» E(X) =2
» Var(X) =2
Loi utilisée pour modéliser le nombre d’arrivées a un péage
pour un intervalle de temps donné.
En premier approximation : le nombre d’ARN d’un géne produit
par un groupe de cellules

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 32/62
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Les lois continues

On passe au continue, c’est pareil sauf que les Z deviennent

des J et la probabilité en un point est nul.

En vrai on va tout de méme introduire deux trois objets
mathématiques.

Fasten your seatbelts !

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 33/62



Les lois continues

Nouvelle expérience

Concentration de magnésium dans une bouteille d’eau

» Expérience aléatoire : Ouvrir une bouteille d’eau et titrer
la teneur en magnésium,

» Variable aléatoire X : La teneur en magnésium de la
bouteille ouverte et titrée,

Q c R, mais devra valoir ~ la valeur affichée par la bouteille.

Comment visualiser X : I’histogramme

L'histogramme : En abscisse les valeurs prises par X et en
ordonnée le nombre de fois que la valeur est prise.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 34/62



Les lois continues

Histogrammes

On teste ~ 10 bouteilles.

546 548 550 552

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 35/62



Les lois continues

Histogrammes

L 4 i

En rouge, les bouteilles pour

lesquelles la valeur est comprise 2+ :
entre 548mg/L et 550mg/L.

En , les bouteilles pour lesquelles

la valeur est égale a ~ 550mg/L. o — " — |

546 548 550 552

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 35/62



Les lois continues

Histogrammes

4 [ |
Probabilités et histogrammes
Le calcul de la probabilité revient a 2 :
calculer l'aire sous la courbe
histogramme.

O B | | | | l

546 548 550 552

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 35/62



Les lois continues

Histogrammes

— , 41 8
Probabilités et histogrammes

Pour un segment de valeurs :
indépendant de la taille des bins. 2 8

dépendant de la taille du bin
considéré. o ——
546 548 550 552

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 35/62



Les lois continues

Histogrammes

Expérience

On teste plusieurs centaines de
bouteilles. 20| -

» La taille des bins tend vers 0
pour que le graphique reste 10
joli.

» Les probabilités ponctuelles

tendent vers 0. 0 —

|
» Les probabilités sur des 546 548 550 55
segments de R se stabilisent.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 36/62



Histogrammes

Modification de I'histogramme

Diviser le nombre de chaque barre

par le nombre total de bouteilles

testées.

Lenveloppe de I'histogramme nous

rappelle quelque chose ?!?

Lorenzo Hadrien (SISTM)

Ecole Santé Sciences
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546 548 550 552
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Les lois continues

Densités de probabilité

Cas limite

En ouvrant une infinité de bouteilles
on récupeére une figure
d’histogrammes avec des bins 0.4 ]
infiniment fins et une courbe que I'on
peut associer a une courbe bien

connue, la courbe de Gauss, de 021 .
moyenne u = 549 et de variance
2 _
o =1
2 1 _% O ! ! ! L
Sx(xpu,07) = Tt o 546 548 550 552

la densité de probabilité.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 38/62



Les lois continues

Densité de probabilité

Définition

Soit (a,b) € R*|[a, b] c Q, Q associée & la variable aléatoire X.
On dit que X est une variable aléatoire a densité lorsqu’il existe
une fonction positive ou nulle, notée fy : Q@ — R™ telle que

b
Pla< X <b)— f Fe(x)dx,

c’est I'aire sous la courbe. On doit avoir P(Q) = f fx(x)dx =1
Q

par définition. Souvent Q = R.

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 39/62



Les lois continues

Application aux bouteilles

Enoncé

Sur les bouteilles, on veut connaitre la probabilité qu’une
bouteille ait une concentration en magnésium comprise entre
548mg/L et 550mg/L. Quel calcul devons-nous poser ?

Lorenzo Hadrien (SISTM) Ecole Santé Sciences Maths et Stats, Algébre linéaire 40/ 62



Les lois continues

Application aux bouteilles

Enoncé

Sur les bouteilles, on veut connaitre la probabilité qu’'une
bouteille ait une concentration en magnésium comprise entre
548mg/L et 550mg/L. Quel calcul devons-nous poser ?

550
fx(x,u = 549,072 = 1)dx
5148

f fx(xp=0,0% = 1)dx
=1

P(548 < X < 550)

C’est 'aire sous les rectangles a droite !
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Les lois continues

Application aux bouteilles

Version approchée

On fix N le nombre de bins dans l'intervalle [548,550], alors

N—
2
P(548 < X < 550) mﬁg —1+—*2,u—00' =1)

0.4
Ici un exemple avec N = 9. 0.2 Jﬂﬂﬂﬂ]&
0

—4 -2 0 2 4
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Les lois continues

Fonction de répartition

Définition
Soit X une variable aléatoire a densité de densité de

probabilités fx définie sur Q — R, on appelle fonction de
répartition la fonction Fx définie Vr € Q par

par positivité de fx, Fx est croissante et positive. Elle
représente la probabilité que X soit inférieur ou égal a .
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Les lois continues
e0

Statistiques usuelles

Espérance

Définition de I'espérance

Soit X une variable aléatoire a densité de densité de
probabilités fx définie sur Q c R, on appelle espérance de X le
réel

E(X) = j xfx(x)dx,
Q
définie si I'intégrale précédente a un sens...

Cette espérance a les méme propriétés de linéarité que celles
définies dans le cas discret.
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Les lois continues
oe

Statistiques usuelles

Variance

Variance

Soit X une variable aléatoire a densité de densité de
probabilités fx définie sur Q c R, on appelle espérance de X le
réel positif

Var(X) = E((X — E(X))?),

qui doit aussi avoir un sens...

Qui a les méme propriétés de bi-linéarité que celles définies
dans le cas discret.
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Les lois continues

@0000000

Lois classiques

Loi uniforme sur [a, b]

La loi uniforme sur [a, b], notée U([a, b]) est une loi a densité
de fonction de densité

1 .
Sixel|a,b
fx(x) = b—a [ ] 5
0 sinon

naturellement la fonction de répartition s’écrit

Z:Z si x € [a, b]
Fx(x) =10 Ssix<a -
1 Six>b
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:
Lois classiques

:

Calculs de I'espérance et de la variance
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Les lois continues

Lois classiques
Loi uniforme
Calculs de I'espérance et de la variance
Lespérance
b
E(X) = f xfx(x)dx = f dx
R a -
1 b
= b—aL xdx = —— (bz—az)/Z
_b+a
2
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Les lois continues
0e000000

Lois classiques

Loi uniforme

Calculs de I'espérance et de la variance

La variance

Var(X) =E(X?) —E(X)? = J X2 fx(x)dx — B(X)?

R
b
- ! ; f Rdx —E(X)? = ﬁ(zﬁ —&®)/3 —E(X)
(b—a)(b*+ab+a*) b+a,
B 3(b—a) — (=)
4b* + 4ab + 4a*> 3% +6ab +3a> (b —a)?
- 12 B 12 12
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Les lois continues

00@00000

Lois classiques

Loi Normale de paramétres u et o

La loi normale de paramétres u et 0%, notée N (u, o), est une
loi a densité de fonction de densité

() = e
x(X) = e 2,
\V2no?
sans formule simple de la fonction de répartition.
> B(X) = u
> Var(X) = o
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Lois classiques

Loi Normale de paramétres u et o

» ~ 95% de la masse est concentrée dans un rayon 20
autour de u

P(u—20 < X <p+20) ~ 095

» Onadejavu
Plu—o<X<u+o)~0.68

» C’est la loi la plus répandue : bruits des capteurs de poids,
détecteurs d’ADN, répartition des photons dans un
faisceau laser...
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Les lois continues

0O000@000

Lois classiques

Loi Normale de paramétres u et o

Définition
Soient deux variables aléatoirs réelle X; et X, de moyenne u; et
w2, et de variance o et o3 indépendantes alors X = X; + X,

suit une loi normale telle que

X ~ N + po, o) + o)
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Les lois continues

0O0000e00

Lois classiques

Loi exponentielle de parameétre a

La loi exponentielle de paramétre a > 0, est une loi a densité
de fonction de densité

Felx) = {ae_“x Si x>0 ,

0 sinon

naturellement la fonction de répartition s’écrit

Fy(x) 1—e™®™ six>0
X) = s
X 0 sinon

otrr.
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Les lois continues

0O00000e0

Lois classiques

Loi exponentielle de parameétre a

Cas d’utilisation

Trés utilisé pour simuler la survenue d’un décés chez un
patient. Il est a la base des modéles de survie.
Voir par exemple modeéles de Cox.

» E(X)=1/a
> Var(X) = 1/d®
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Les lois continues

0000000e
Lois classiques

Autres lois importantes

Loi du y* & n degrés de libertés

Soit n variables aléatoires X1, - - - , X,, indépendantes et
identiquement distribuées qui suivent une N(0, 1) alors la
variable aléatoire Z = X{ + - - + X, suit une loi dite du x* a n
degrés de libertés. Z ~ y*(n)

Trés utilisé dans le test du y? : tester la pertinence d’un modéle
pour des données.

Loi de Student a n degrés de libertés

X|

Si X ~ N(0,1) et Y ~ x?(n), indépndantes, alors Z =

Y/n
suit une loi de Student & n degrés de libertés. Z ~ Student(n).
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:
: :

Supposons que les X; suivent tous une N (i, o%) et soient
indépendants.

Estimateur de I'espérance : la moyenne empirique

n
Xn = Z Xi/ns
alorson a

i=1

Xn"’N(/J

2
.07 /n)
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:
: :

n

Lécart-type empirique &,

aléatoire Z =

Xn—
Gn/n—1
de liberté.

> (X; — X,)?/n, alors la variable
i=1

suit une loi de Student a n — 1 degrés
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Introduction aux tests

Les tests
Définition
En pratique on s pose des questions : Les données suivent-elle

bien telle ou telle loi ?
On y répond en testant une hypothese H,

H, : Le médicament est sans effet,

ainsi ce serait "bien" de contredire cette hypothése et de donc
valider I'hypothése inverse H,

H, : Le médicament a un effet.
On raméne les data a ce qui devrait ressembler a une

distribution connue et on compare I'empirique et le théorique.
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Introduction aux tests

Le test de Student
Le cas de la comparaison de deux échantillons indépendants.
Le plus simple : passer par la moyenne en prenant en compte
la variance.
On suppose données deux échantillons A et B indépendants et
formés de n4 et ng observations correspondant a deux
conditions expérimentales que 'on souhaiterait tester.
Exemple : traitement fonctionne contre traitement fonctionne
pas...

Hypothese

Hy : Les deux échantillons suivent deux lois de méme
espérance .
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N . .
Modeles statistiques

On pose les modeles statistiques sur X4 et Xp

X4 NN(;IA,O'Z)
XB NN(ﬂB,O’z)
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:
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Le test de Student

On peut estimer les moyennes des échantillons :

na

Xa = ZXiA/”A
ia=1

Xg =

ng
2 Xis/ns
ig=1

Si I'hypothése de distribution est vérifiée

):(A ~ N(ua, o /na)
XB NN([JB,O'Z/HB)
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Gréace ace que 'onavu

X4 — X ~ N(ua — pp. *(1/na + 1/ng))
On reformule alors les hypothéses

Ho :pa = s
Hy Zpa # pp
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Cas 1 : la variance est connue

X4 — X5
o+/1/na + 1/np
statistique et on estime la p-value grace a la table de la loi
normale centrée réduite, en notant u la valeur estimée pour U
ona

Sous Hy : U = ~ N(0,1), On calcule alors la

p —value = P(U < —|u|) + P(U = |ul)

Classiquement on pose une p — value a 0.05 ou 0.01 ou 0.001 en
fonction de pas mal de paramétres empiriques.
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Cas 2 : la variance est inconnue

Il faut passer par 'estimateur de la variance 6~ et alors
R e 7

et T v 1/na + 1/np
Student a nq + np — 2 degrés de liberté. On utilise pareillement
la table de la loi de Student pour estimer la plausibilité du
résultat via la p — value fixée en début d’expérience.

~ T (na + ng — 2), suit une loi de
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